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1 Sammanfattning

Foljande rapport redogor for metoden och resultatet av modellering och simulering av varmeledning
i metalliska material. Darutéver har resultatet analyserats. Tva olika typer av metaller har studerats,
jarn och aluminium.

Modellen for varmeledningen i metall har tagits fram fran den generella virmeledningsekvationen och
approximerats med hjélp av tre olika numeriska metoder, Euler-metoden, den utékade Fuler-metoden
och Runge-Kutta-metoden. Detta har gjorts i en (1), respektive tva dimensioner i Matlab. Stegsvar har
tagits fram i en dimension. I tva dimensioner har tvadimensionella figurer tagits fram som beskriver
varmeledningen grafiskt med hjilp av farger.

I Python har en animering av modellen tagits fram f6r de olika numeriska metoderna i endast tva
dimensioner. Animeringen visade virmeledningen i en tvadimensionell illustration dér farger uppkom-
mer utefter 6kning av tiden. Férgerna beskriver metallens temperatur. Vitt representerar den hogsta
temperaturen i figuren och svart den ldgsta temperaturen.

Gallande skillnaden mellan jarn och aluminium blev resultatet att Euler-metoden gav den snabbaste
modellen fér bade jarn och aluminium i en dimension. Utékade Euler-metoden gav snabbast virme-
spridning i tva dimensioner i bada materialen och Runge-Kutta-metoden gav instabila modeller for
de flesta simuleringarna. For olika steglangder hos jarn-modellen visade jamforelser mellan stegsvar
och tvadimensionella figurer att vanliga Euler gav det snabbaste och mest korrekta resultatet i en
dimension, medan utékade Euler-metoden gav snabbare virmespridning i tva dimensioner.
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2 Introduktion

Denna rapport analyserar och beskriver arbetsprocessen fér modellering och visualisering av varmeled-
ning utifran det fysiska systemets karakteristiska differentialekvation. Detta innefattar de numeriska
metoder, visualiseringsmetoder och verktyg som anvénts vid visualisering av systemet.

2.1 Beskrivning och bakgrund

Viarmeledning &r ett dynamiskt, fysiskt system som kan beskrivas och modelleras med hjélp av differen-
tialekvationer. Differentialekvationerna kan sedan approximeras och simuleras med hjilp av numeriska
metoder, varpa datan fran simuleringen kan anvindas for att visualisera systemet. Modelleringen bor-
jar med en enklare modell som sedan utvecklas till en mer komplex modell.

Systemet som ska modelleras ar virmeledning, konduktion, genom metalliska material som paverkas
av en varmekélla. Undersékningen begransades till endimensionella objekt, en tunn metallstang, samt
tvadimensionella objekt, en tunn plat av metall.

2.2 Syfte

Syftet med modelleringen &r att ta fram olika modeller for virmeledning i metaller utifran olika nu-
meriska metoder och utvérdera vilken som dr mest ldmpad for systemet. Det ska resoneras kring hur
systemet skall visualiseras grafiskt och med vilka verktyg och metoder. Déarefter ska tillimpade visua-
liseringar produceras och utvirderas. Det ska dven tas fram en grafisk animation utifran modellen.

3 Metod

3.1 Beskrivning av systemet

Viarmeledning inom ett fast medium sker pa grund av temperaturskillnader, som ger upphov till att sméa
partiklar kolliderar med varandra och skapar rorelse hos elektronerna i materialet [3]. Metaller &r ett
isotermiskt material, vilket innebér att det har samma viarmeledande egenskaper Gverallt i materialet
oavsett i vilken riktning vdrmen ror sig. Detta innebar att systemet kunde beskrivas med hjélp av ett
kartesiskt koordinatsystem. For att jamfora hur virmespridningen paverkades av antalet dimensioner
skapades tva kategorier av modeller. En med endimensionella modeller, vilka kunde tolkas som vérme-
spridning i tunna sténger, samt tvadimensionella modeller, vilka kunde tolkas som varmespridning i
tunna platar.

3.2 Ekvationer

Till modellen anvindes den generella virmeledningsekvationen (1)[2], vilket &r en hérledning av ter-
modynamikens forsta lag [1].

Virmeledningsekvationen beskriver hur temperaturen T'(z,y, z,t) fordelas i ett objekt med avseende
pa position (XY Z) i objektet och tid (¢). Den materialspecifika konstanten k& motsvarar virmelednings-
formagan, p motsvarar densitet och ¢ motsvarar varmekapacitet. Varden pa k, p och ¢ hamtades fran
[2]. g-termen beskriver virmen som genereras inuti objektet till {6ljd av exempelvis kemiska reaktioner.
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Dé materialet inte genererar nagon egen virme sattes variabeln g = 0. Ovriga konstanter skrevs om
till konstanten « (3) for att fa en forenklad form av ekvationen (2):

827T+327T+827T7 lal (2)
0x2  0y? 022 a Ot

(3)

o =
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Konstanten « beskriver enligt [2] den termiska diffusiviteten, vilket motsvarar hur snabbt varme flodar
i materialet utifran dess specifika materialkonstanter.

3.3 Beskrivning av modellen

Ekvation (2) gav endast en temperatur vid varje specifik tidpunkt. For att simulera och visualisera ett
system med mer dn en temperatur delades modellen upp i flera delar, eller delsystem, fran vilka lokala
temperaturer kan hamtas. Den utgéende effekten i x-led fran varje subsystem agerade som ingaende
effekt for ndstkommande subsystem och skapade pa sa sétt ett virmeflode igenom materialet. Detta
visualiseras i Figur 1.
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Figur 1: Det endimensionella fallet dar virme ror sig fran hoger till vanster i en metallstang mellan
olika delsystem med léngden d.
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3.4 Numeriska metoder

For att numeriskt approximera temperaturen fran virmeledningsfunktionen anvindes numeriska me-
toder. Dessa jamfordes genom att olika steglingder h testades for tiden ¢ i metoderna och systemets
stegsvar utvarderades. Syftet var att hitta den numeriska metod som gav béast resultat. De numeriska
metoderna som anvindes var Euler-metoden (4), den utdkade Euler-metoden (5) samt Runge-Kutta-
metoden (8).

Euler-metoden:
y(t+h) =y(t) + hf(t,y(t)) (4)

Den utokade Euler-metoden: 1
y(t+h) = y(t) + 50 + ko) 5)



Konstanterna ky och ko ges av (6) respektive (7):

k= hf(t y(t)) (6)
ko =hf(t+ h,y(t) + k1) (7)

Runge-Kutta-metoden:
YE+ 1) = y() + k1 + ko + Sy + kg ()

6 3 3 6
Variablerna ky, ko, k3 och k4 fas fran (9), (10), (11) och (12):

k1 = hf(t,y(t)) (9)

h k1
ks =hf (t+;l,y(t)+k22) (11)
ka = hf(t+hy(t) + ks) (12)

3.5 Forenklingar och abstraktioner

Modellen utgick fran det ideella forhallandet att alla temperaturer i randen, det vill séga temperaturer
omkring objektet, var konstanta. Varmekéallan samt det simulerade objektets omgivning hade alltsa
konstant temperatur och paverkades inte av temperaturen i det simulerade objektet eller av varandra.
Vid start av simuleringarna hade hela objektet en homogen starttemperatur och simuleringen behand-
lade endast en varmekélla per fall - d&ven om realistiska fall ofta har ett flertal olika varmekallor som
interagerar med varandra. Det valdes adven att gora en forenkling i det tva dimensionella fallet dar
lingden pa systemet i alla riktningar férutsétts vara samma. Jamforelsen mellan olika steglingder gors
enbart for jarn.

3.6 Programvaror

For grundléggande modelldesign, simulering och visualisering anvandes programvaran Matlab. Livescript-
formatet anvindes for att enkelt fa 6verblick 6ver alla plottar samtidigt som koden utvecklades.

Utifran Matlab-koden togs ytterligare en variant av modellen fram i programmeringsspraket Python.
For att skapa en animation anviindes Python-funktionsbiblioteken Numpy' och Matplotlib?. Med hjilp
av dessa bibliotek kunde animerade GIF-filer skapas mycket snabbare &n i Matlab. Animationen ska-
pades i utvecklingsmiljon Visual Studio Code.

For att kora respektive simulering 6ppnas och kors filerna antingen i Matlab eller Visual Studio Code.
Ingen sirskild hardvara kravs for detta.

4 Utforande

Under utvecklingsprocessen modellerades forst det enklaste fallet, generella Euler-metoden i en di-
mension, for att f& en Oversikt av modellen. Dérefter implementerades utdokade Euler-metoden och
Runge-Kutta. For varje numerisk metod togs modeller fram for virmespridning i tva dimensioner for
de olika materialen, jarn och aluminium.

Lhttps://numpy.org/
2https://matplotlib.org/



4.1 Implementering av metoder

For att anpassa ekvationen {6r programvarorna utvecklades virmeekvationen (2) ytterligare med hjilp
av definitionen for andraderivator (13) till ekvationen i (14). D& steglingderna dz, dy, dz forutsétts
vara symmetriska i alla riktningar gillde doz = dy = dz = d, vilket gav den slutgiltiga virmeekvationen
(15) i tre dimensioner.

T (x,t) T(x+dx,t)+T(x—dw,t) — 2T (x,t)

f— 1
Oz dx? (13)
8T(a:, Y,z t) T(J" + dx’ Y,z t) + T(Jj - de, Y, z, t) B 2T($, Y,z t)
= +
ot dx?
T T — — 2T
o (T y+dy,2t) + T(a,y —dy,21) (z,y,2,t) N (14)
dy?
N (T(x,y,z +dz,t)+ T(x,y,z —dz,t) — 2T(m,y,z7t))
dz?

orT (T(z+d)—|—T(z—d)—|—T(y—d)+T(y—|—d)+T(y—d)+T(z—|—d)+T(z—d)—6T(x,y,z)>

a_., =
(15)

ot
Vid inséttning av virmeekvationen for en dimension med Euler-metoden, (4), erholls en funktion (16)
som var mdjlig att simulera i Matlab.

T(x,t+h)=T(z,t) + ha (W)
T(t,x+d) +T(t,x —d) — 2T (t,z) (16)
=T(z,t) + ha ( S )

Hér ar konstanten h stegléngd i tid och d &r stegléngden i xyz-position.

Ekvationen for den utékade Euler-metoden, (5), togs sedan fram i en dimension med hjilp av (6) och
(7) s& att en jamforelse kunde goras med resultatet fran den generella Euler-metoden. De resulterande
ekvationerna for den utokade Euler-metoden gavs av:

ki = ha (T(t,az+d)+T(z;2x—d) —2T(t,x)> (17)
by — hat <T(t,:17 +2d) + T(;;I) —2T(t,z + d) N k1> (18)
T(z,t+h)="T(x,t)+ (k1 +k2) (19)

2

Till sist togs Runge-Kutta-metoden fram i en dimension och implementerades. Med hjilp av ekvatio-
nerna (8), (9), (10), (11) och (12) erhdlls f6ljande ekvationer som beskrev modellen med Runge-Kutta
i en dimension:

T,z +d)+T(t,x —d)—2T(t,x
tha(( ) (d2 ) ( )) (20)

T(t+ % A+Tt+2x—d) —2Tt+2
kz:hg( ot ot d)+ T+ giod <+2,x>+k21> (1)



T(t+ 1 A+TEt+2 x—d) —2Tt+12
k?,:ha< (t+ 3, 24+d) +T( +d22,x ) ( +2,x)+@> (22)
T T —d)-2T
k4:ha( (t+h,x+d) + (tti;z,x d) (t+h,x)+k3) (23)
1
T(.%',t-l—h)ZT(QE,t)+6(k1+2/€2+2k‘3+k‘4) (24)

Alla de tre numeriska metoderna togs &ven fram i tva dimensioner, vilka till skillnad fran de endimen-
sionella ekvationerna var utokade med y-termen fran (14).

4.2 Implementering i programvaror

For att implementera de endimensionella funktionerna i Matlab definerades T'(z,t) som en matris dar
vardera variabel motsvarade en dimension i matrisen. Varje index motsvarade en steglingd (h,d) i
respektive riktning. P4 sa sétt kunde lokala temperaturer sparas och senare visualiseras. Varje punkt
T(x,t), och &ven T(z,y,t), hade pa sa sétt tillgdng till tidigare, samt omkringliggande temperaturer.
Detta mojliggjorde berdkningen av de numeriska metoderna, vilket visas i Figur 2. For att berdkna
viardena i matrisen stegade programmet igenom alla koordinater och berdknade deras temperaturer
per tidssteg.

Delsystem
(t. x, y-d)

Delsystem
(t, x-d, y)

Delsystem
(t, x+d, y)

Figur 2: Exempel pa virmematrisen i tvad dimensioner. Vardera ruta motsvarar ett delsystem med en
egen temperatur vid tiden t.

Innan simuleringen inleddes sattes alla véirden till ett begynnelsevirde som motsvarade starttempera-
turen i objektet. Randen pa matrisen motsvarade de omkringliggande temperaturerna. For att simulera
en varmekélla sattes den vinstra randen i matrisen till virmekéllans temperatur. D4 ingen hansyn togs
till berdkning av randvérden i den matematiska modellen sattes ett villkor att endast berdkna véirden
innanfor randen. P& sa sétt kunde berdkningar med ej definierade varden undvikas.

Efter att ekvationen och metoderna definierats i Matlab i tva dimensioner implementerades de i Pyt-
hon for ett animerat resultat.



4.3 Experiment

For att jamfora olika metallers virmeledningsegenskaper testades materialkonstanterna fér jarn och
aluminium i modellen [2]. Dessa véirden, samt antal delsystem i x- och y-led och vérmekéllans tempe-
ratur kan utlésas i Tabell 1. Resterande virden sattes initialt till 20 grader C°.

Tabell 1: Varden som anvindes for att ta fram stegsvaret for Euler-metoden, utékade Euler-metoden
respektive Runge-Kutta-metoden.

Metall Delsystem Ingaende temperatur k c P h «
|Antal] [C°] el el Lol [As] |7 - 10]
[ Jéam 40 100 75 045 7897 0.1 2.043 |
[ Aluminium 40 100 204  0.896 2707 0.1 8.418 |

For de endimensionella fallen plottades stegsvar for enskilda delsystem med vardera metod. Detta
beskrev relationen mellan temperatur samt tid. For de tvadimensionella fallen plottades alla zy-
koordinater vid sista tidsteget i simuleringen med Matlabs inbyggda funktioner imagesc() och co-
lormap("hot"). Den procentuella virmeotkningen i systemet kunde pa si sétt visas med firger. Svart
var den ldgsta temperaturen i systemet (starttemperaturen) och vitt var den hogsta temperaturen,
vilket for stabila system skulle vara virmekéllans och dess nérliggande virdens temperatur.

Koden som implementerats i Matlab 6versattes till programspraket Python. Genom att anvénda bib-
liotek, se Kapitel 3.6, skapades en funktion dér temperaturspridningen beskrevs med en fargkarta.
Genom att sedan kalla pa funktion for varje tidssteg skapades en animation i GIF-format®. Denna gav
i sin tur en Gverskadligare bild av hur virmen spred sig i systemet.

Alla simuleringar koérdes under 1000 sekunder for att se hur stegsvaret betedde sig.

For att analysera hur de olika steglangderna paverkade samtliga metoders stegsvar och tvadimensionella
plottar varierades viardet pa steglangden, h, respektive delsystemets langd, d, dér det virdet som inte
varierades sattes konstant till 0.1. Tidsstegen hl, h2, h3, h4 och h5 understktes mot d = 0.1m, och
delsystemets langder, d1, d2, d3, d4 och d5 undersdktes mot h = 0.1s. Dessa undersckningar gjordes
endast for jarn och virdena som anvindes kan ses i Tabell 2. P4 grund av att olika méanga tidssteg
applicerades samtidigt som alla simuleringar kérdes under 1000 sekunder far x-axlarna olika storlek.
Dérmed maste kurvans form observeras istéllet for virden vid olika tidssteg vid granskningen av
figurerna och stegsvaren.

Tabell 2: Viarden for olika steglingder nér samtliga modellers ldngd &r fixt samt virden for olika langd
pa modellerna nér steglangden ar fixt.

d hl  h2 h3 h4d hb
0.1 0.05 0.1 05 1 2

h dl d2 d3 d4 db
01 005 01 05 1 2

5 Resultat

Stegsvaren for de numeriska metoderna for tva olika material, jarn och aluminium, kan ses i Figur 3
respektive Figur 4. Dessa modeller hade samma stegléngder for att pa sa sétt kunna jamféra materi-

Shttps://drive.google.com/drive/folders/1iY VbLiKyWFEmtNN9eiccwnLIpxJ3MQXF ?usp=sharing



alegenskaperna pa «. Materialkonstanterna presenteras i Tabell 1.

Temperatur (°C)
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Figur 3: Stegsvaret for jarn med steglangderna h = d = 0.1 i ett delsystem
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(b) Runge-Kutta-metoden.

Figur 4: Stegsvar for aluminium med steglingderna h = d = 0.1 i ett delsystem.

Fran stegsvaren i Figur 3 observerades det att varken nagon av de numeriska metoderna uppnadde
temperaturen 100 grader, vilket var den ingdende temperaturen. Dock uppnadde Euler-metoden hogst
temperatur. Darutéver var systemet langsammare med Runge-Kutta-metoden, medan systemet var
snabbast med den enkla Euler-metoden.

I Figur 4 fanns en tydlig skillnad mellan de bégge Euler-metoderna och Runge-Kutta-metoden. Den
enkla och utokade Euler-metoden uppnadde ett stabilt tillstdnd vid samma temperatur. Daremot upp-
nadde den enkla Euler-metoden detta tillstand snabbare &n den utdkade Euler-metoden. Géllande



Runge-Kutta-metoden skedde ingen féréndring i systemet forrédn runt tidssteget h = 5000. Vid detta
tidssteg hade bagge Euler-metoderna redan uppnatt ett stabilt tillstAnd, medan Runge-Kutta-metoden

istdllet gav ett instabilt system.

Dérefter analyserades modellen med de tre numeriska metoderna i tva dimensioner fér de tva me-
tallerna jarn och aluminium. Illustrationen 6ver temperaturen med Euler-metoden for jarn visas i
Figur 5. Utokade Euler-metoden och Runge-Kutta-metoden for jarn visas i Figur 6. Aluminium som
metall analyserades for Euler-metoden, vilket kan ses i Figur 7. Dessutom analyserades det fér den
utckade Euler-metoden och Runge-Kutta-metoden, vilket kan ses i Figur 8. De virden som anvéndes

kan aterfinnas i Tabell 1.

20

251

Antal delsystem

30

357

40 &
5 10

50

20 30 40

15

20

25

Antal delsystem

80

70 80 80 100

Temperatur (°C)

Figur 5: Euler-metoden i i tva dimensioner f6r jirn som material.
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Figur 6: Utokade Euler-metoden och Runge-Kutta-metoden i tva dimensioner for jirn som material.
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Figur 7: Euler-metoden i i tva dimensioner f6r aluminium som material.
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Figur 8: Utokade Euler-metoden och Runge-Kutta-metoden i tva dimensioner for aluminium som

material.

Figur 5 och Figur 6 respektive Figur 7 och Figur 8 visar en spridning av virme genom materialet
jarn respektive aluminium. Svart representerar starttemperaturen, 20 C°, och vitt representerar den

ingadende temperaturen, 100 C°.

Jarnets materialkonstanter gav lagre virmeckning jamfért med aluminiumets materialkonstanter. Det
var relativt liten skillnad mellan Euler-metoderna jamfort mellan de bada och Runge-Kutta-metoden
for jarn. Vid testet med aluminium visade sig Runge-Kutta-metoden vara ostabil.



Utéver detta togs stegsvar och tvadimensionella figurer fram dér steglangden h respektive avstandet
d varierades, vilket kan ses i Bilaga A. I Bilaga A.l varieras steglangden, h, i en dimension, medan
Bilaga A.2 visar stegsvar nér d varieras i en dimension. I Bilaga A.3 respektive Bilaga A.4 varieras h
respektive d i tva dimensioner.

6 Diskussion

Euler-metodernas beteenden for stora h

I Bilaga A.1, Figur 9a till Figur 12a, kan det iakttas att utokade Euler-metoden ger en snabbare modell
som gar mot en hogre sluttemperatur, det vill sédga ett stabilt tillstand, desto mer A 6kar. Daremot ger
Euler-metoden en knapp skillnad i grafen vid en 6kning pa h, utan har samma stabila tillstand for alla
h. Detta leder till att utdkade Euler-metoden till sist nér den enkla Euler vid A = 2. Anledningen till
detta kan vara att ett storre virde pa h, och darmed férre tidssteg, utfér ett mindre antal noggranna
berdkningar. Dessutom kan ett storre tidssteg medfora att viarmen sprider sig snabbare, vilket kan ses
i Bilaga A.3.

Steglingdernas paverkan pa Runge-Kutta-metoden

For de flesta fall dar Runge-Kutta testas visade resultaten pa instabila system. Utifran modellens
utformning kan antagande goras att den metoden ar kénsligare for brister i modellen. Detta beror
pa att den bearbetar 15 olika temperaturer fran T-matrisen vid varje ny temperaturberikning i det
tvadimensionella fallet. Till skillnad fran Euler och utékade Euler som bara behandlar fem, respektive
10 olika temperaturer fran matrisen. Detta skulle kunna mdojliggora att felaktiga temperaturviarden
amplifieras och sprids fortare med Runge-Kutta, vilket leder till ett mer instabilt system &n i de andra
metoderna.

En annan en mojlig orsak till instabiliteten hos Runge-Kutta-metoden ar att férenklingar har gjorts for
hur modellen réknar pa externa temperaturer. Detta kan ha lett till att virmen inte ldmnade systemet
pa ett korrekt siatt och kan ha lett till att vArmen stannade kvar och fortsatte dka inuti modellen.

I Figur 12b i Bilaga A.1 kan pastédendet om hur modellens utformning paverkar stabiliteten stédjas,
da det kan observeras att en 6kad steglangd ger ett stabilare stegsvar. Farre berdkningar gors med ett
storre stegsvar, vilket forhindrar mycket spridning av felet och Runge-Kutta-metoden ger ett stabilare
resultat.

Euler-metodernas beteende for olika d

I Bilaga A.2 kan det observeras att stora d far Euler-metoderna att na stegsvaren snabbare och for
d > 1 blir modellerna med Euler-metoderna ostabila. Fér Runge-Kutta blir modellen ostabil redan
vid d = 0.5. Detta kan som tidigare diskuterat bero pa att Runge-Kutta har hogre kdnslighet for
steglangderna.

Metodernas hastighet

Det kan observeras i Figur 3 att viirmespridningen med Euler-metoden var snabbast medan virme-
spridningen med utékade Fuler-metoden och Runge-Kutta-metoden var langsammare med jarn som
material. Anledningen till detta kan vara for att utckade Euler-metoden och Runge-Kutta-metoden
har som sagt fler termer i sin utveckling.

Om man jamfor resultaten i A.3 och A.4 med stegsvaren i A.1 kan man se en tydlig skillnad. For
modellen i tva dimensioner dr det ndmligen den utdkade Fuler-metoden som verkar sprida vdrmen
snabbast med alla olika tidsstegen samt olika steglingder i x-led och y-led. Det kan bero pa att
den utdkade Euler-metoden skapar snabbare varmespridning i tvad dimensioner da den raknar med
granntemperaturer i flera tidssteg. Runge-Kutta-metoden &r, i enlighet med det endimensionella fallet,
instabil i tva dimensioner, precis som i stegsvaret. Om ett fel uppstar hos modellen i en dimension kan
det darfor rimligt antas att liknande fel kommer uppsta i fall med flera dimensioner.
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Beteenden hos olika materialkonstanter

Vid byte av material fran jarn till aluminium skapades en instabilitet hos Runge-Kutta-metoden, vilket
kan ses i Figur 4b i fallet med en dimension och i Figur 8b med tva dimensioner. Detta beror hogst
sannolikt pa att det 6kade a-vérdet for aluminium, som kan ses i Tabell 1, paverkar stabilitetsomradet
for steglingden hos Runge-Kutta-metoden.

Ur resultatet i Figur 3, med jarn som metall, kan skillnaden mellan samtliga metoder i en dimension
uppfattas, medan det for tva dimensioner i Figur 5 och Figur 6 for samma metoder inte ger en lika
tydlig skillnad. I Runge-Kutta-metoden observeras dock en langsammare fargévergang till rott dn for
Euler- och utékade Euler-metoden. Detta kan bero pa att Euler-metoderna &r bédttre approximativa
metoder som speglar det verkliga systemet béattre, men det kan &ven bero pa att modellen inte har
implementerats pa ett korrekt sétt.

I Figur 4a kan det avldsas en snabbare 6kning av temperatur &n i Figur 3 av Euler- och utékade Euler-
metoden. Detta beror pa att ett material med aluminium leder virme béattre &n ett material med jérn,
vilket avgors av konstanten k£ i Tabell 1. Med samma resonemang kan det mer synliga omradet av
farg i Figur 7 och 8a &n i Figur 5 och 6a férklaras med en snabbare spridning av virme pa grund av
ledningsformagan hos de olika materialen.

Felkillor

Att Runge-Kutta-metoden &r instabil for hoga steglangder behéver inte nédvandigtvis bero pa metoden
i sig, utan det kan &ven bero pa fel framstéllning av den matematiska modellen samt felaktig implemen-
tation i programvaran. Det fanns svarigheter kring hur implementationen av virmeekvationen skulle
ske eftersom alla exempel pad numeriska metoder fran forundersékningen behandlade funktioner av
en variabel. Vidare implementerades de matematiska modellerna i programvaran som matriser, vilket
forsvarade anvindningen av steglangder. Detta berodde pa att steglingderna representerade index pa
de flesta stéllena i koden, vilka i sin tur behovde vara heltal. D4 Runge-Kutta-metoden anvéinde halva
stegldngder (h) for att berdkna temperaturer innebar det att dubbelt s& manga tidssteg behovdes for
att berdkna dem. Detta kan ha lett till att de mellanliggande temperaturerna inte berdknades exakt
och dérfor bidrog till ett instabilt beteendet 6ver tid.

Ytterligare en anledning till att den utékade Euler-metoden och Runge-Kutta-metoden kan ha betett
sig felaktigt kan vara felaktiga begynnelse- och randvilkor. I och med det ovanndmnda problemet med
index berdknar metoderna temperaturer for tva respektive tre tidssteg framfor den aktuella tidpunkten
i matrisen. Detta skapar i sin tur en tva till tre steg lang férskjutning i respektive metod mellan den ak-
tuella tidpunkten och den tidpunkt vars temperatur man berdknar. I Figur 12b syns en tydlig storning
i stegsvaret hos Runge-Kutta-Metoden. Denna kan troligtvis vara till {6ljd av index-forskjutningen.

Vidareutveckling av modellen

Fortsatt utveckling av modellen dr att utoka vdrmespridningen i tre dimensioner. Det skulle kunna
fortsdtta utvecklas i Python dar koden korrigeras. Med en virmespridning i tre dimensioner skulle
eventuellt ge en tydligare grafisk bild av virmespridningen och en battre slutsats skulle da kunna dras
fran modellerna i tva dimensioner da det pavisas hur ékning av dimensioner paverkar modellen. I det
tredimensionella fallet skulle modellen med fordel visualiseras genom att projicera de plan som ska
visualiseras i temperaturmatrisen pa ett 3D-objekt med hjdlp av lamplig programvara.

Trots problematiken med index i temperaturmatrisen bér matriser fortfarande anvindas som tillviga-
gangssatt vid modelleringen. Alternativet skulle vara att gora en separat funktion som endast lagrar
nodvéndiga temperaturer for berdkningen medan berdkningarna gors och sedan skriver ut resultatet i
realtid. Denna metod skulle eventuellt ge storre kontroll 6ver de mellanliggande temperaturerna i de
numeriska metoderna, men det skulle inte langre bli mojligt att skriva ut och navigera i specifika inter-
vall av resultatet nir det vil skrivits ut utan behova berikna om hela systemet pa nytt. Alternativet
d& &r att ater igen spara vardena i en matris. Darfor ansags det mer effektiv att gora alla berdkningar
utifran samma matris fran borjan.
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7 Slutsats

Vilken metod som &r bést lampad for den hér typen av termiska systemet ar svéart att faststélla d& ingen
av modellerna har kunnat jamforas med ett korrekt fysiskt system. Utifran de anvdnda metoderna och
utférandet dr den generella Euler-metoden den mest lampliga metoden for systemet da den &r stabil
i alla fall utom da d = 2. Dessutom kom dess stabila tillstand i stegsvaren nérmare malvirdet, 100
grader C°, &n de andra metoderna.

Runge-Kutta-metoden kan géllande undersdkningens implementation och férutsdttningar antas vara
den minst lampade metoden da den oftast och snabbast blev instabil och pavisade mer stérningar. Dér-
utover var dess stabila tillstand i stegsvaren langst ifrdn malvardet, jamfort med de andra metoderna,
i de fall dar Runge-Kutta gav en stabil modell.

Angaende visualiseringsmetod anses tillvigagangsséttet med matriser vara det mest passande sdttet
att visualisera systemet pa. Detta beror pa att de féregaende temperaturerna méste sparas for att
kunna anvéndas till berdkning av den nuvarande temperaturen.
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A Bilaga: Stegsvar och tvadimensionella figurer for olika varden
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A.2 1D: Steglingder (x)
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